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Differenzengleichungen in der Oberstufe und ein
aktuelles Beispiel iiber Mathematik und AIDS

Hans-Christian Reichel, Universitit Wien

Differenzengleichungen finden mannigfachst und vielfiltige Anwendungen, dberdies stellen sie ein in sich interessantes
Thema moderner Mathematik dar. Abgesehen von wirklich sinnvollen Computereinsatzméglichkeiten (die man nicht
unbedingt wahrnehmen mu8) verlangen sie kein Vorwissen (aufier der Summenformel fiir geometrische Reihen) und
lassen sich in einfacher Weise flir den konkreten Unterricht aufbereiten. Dabei gibt es zudem viele Vertefungsmdg-
lichkeiten fiir Wahlpflichtfach und Fachbereichsarbeiten. - Ein wesentlicher Punkt des Vortrags betrifft eine spezielle
Anwendung, die in den letzten Jahren groes wissenschaftliches Aufsehen erregt hat (s. z. B. [NOWAK]), und die - in
rein mathematischer Weise - von besonders grofer Bedeutung fiir die AIDS-Forschung war und ist.

Das Thema , Folgen und Reihen* gehért zu den wichtigsten der Oberstufe. Bei den ,,Folgen® ist ein
sehr wesentliches Lehrziel, daB die Schiiler die folgenden Beschreibungsformen beherrschen und
zwischen ithnen ,jederzeit” wechseln kénnen:

die ,,explizite** Termdarstellung x,=f(n) und die rekursive Darstellung x,..;=f(xn); xo.
Beispiele:

1. Die geometrischen Folgen 1, g, qz, qJ, q"'l, ... . Die rekursive Darstellung lautet hier offenbar:

xp=l und x5, q ‘(wo g eine reellg Zahlistundn =0,1,2,...).

2. Die arithmetischen Folgen a, ap+d, ap+2d, ... ap+(n-1)d, ... Rekursive Darstellung: x,=ay;,
xXp+]=xp+d, Termdarstellung: x,=ap+nd; n=0, 1, 2, 3, ... (Achtung, ob der Index bei 0 oder
1 beginnt!)

Der hier traditionsgemiBe Wechsel soll auch bei anderen ,,willkiirlichen Folgen getibt werden.

Beispiel:

yp=n+n-2 (=0, 1,2, ..)

Man berechnet die ersten Glieder, stellt eine Vermutung iiber die rekursive Darstellung an und be-
weist diese dann durch Rechnung:

y0=-2; yn+]=ynt2n+2. Denn es gilt ja:

In [ =(n+ 1) S 1)-2=n Fn-2+ 2n+ 2=yt 2In 2.

Weitere Beispiele etwa im Lehrbuch [RMLH, 6. K1.], 166 ff.

Sehr hiufig und von grofer Bedeutung in der modernen Mathematik ist das folgende Problem:
Man kennt die Rekursionsgleichung einer Folge und sucht eine ,Lésung", ndmlich eine Folge (die

Folge?), welche dieser rekursiven Darstellung genilgt: x ., =fx,), X, Prinzipiell ist dieses Problem
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natlirlich insbesondere mit einem Taschenrechner oder einem PC (dort sogar graphisch) 16sbar. Man
kennt ja den ,, Anfangswert" x, und eine Regel, wie man aus jedem x, den ,,nachfolgenden” Wert

Xn+/ berechnen kann. Freilich findet man so immer nur endlich viele Werte x, der Folge <x,>, man

hitte aber geme die ,,gesamte" Folge, das heift: ihre Termdarstellung.

Es handelt sich dabei um eine ,,Grundaufgabe® der sog. Diskreten Mathematik, einem der wichtig-
sten Gebiete der neueren Mathematik mit besonders reichhaltigen und vielfdltigen Anwendungen.
Das spezielle Thema hier heifit , Differenzengleichungen* und sollte in der 7. Klasse unbedingt be-

handelt werden (s. z. B. [RMHL, 7. K1.]).

In welchen gréBeren Rahmen ist dieses Thema eingebettet?

Nun, x, konnte Zustidnde eines ,,Parameters* (dt.: Kennzahl) zu den Zeitpunkten 0, /, 2, ... beschrei-
ben.

Wir sprechen von einem diskreten ,,Dynamischen System" in einer Variablen.

3‘:0 q b 3 Xi - -
S Y S >4

bk h  h
Die Zeitintervalle & zwischen den einzelnen ,,Mefpunkten‘ sollten gleich groB sein; oft ist A=/.
Wenn die Zeitintervalle » immer kleiner werden und schlieBlich gegen null gehen, liegt ein konti-
nuterliches System vor; x ist dann einfach eine Funktion der Zeit ¢, x=x(?):

x(©)=x, = (k)
o ‘. 4

Die meisten Dynamischen Systeme involvieren natiirlich viele Parameter x, y, z, ..., und nicht nur
einen (siehe [(RMHL, 7. K1.)), doch kann man die wichtigsten Einblicke bereits bei einem Parameter

gewinnen.
Bevor wir ins Einzelne gehen, zwei Bemerkungen:
(1) Die Begriffe ,,Rekursionsgleichung und , Differenzengleichung" werden oft synonym verwen-

det, denn prinzipiell kann man natiirlich jede Rekursionsgleichung x, ., =fx,) als ,Differenzen-

gleichung* schreiben: x,. ;-x, =f{x,)-x,=g(x,).

(2) Falls die reelle Funktion f'bei a € R differenzierbar ist, gilt
. h)—~f(a
lim ﬁeig_f_(_l = f'(a)

h—0

Wenn man mit den festen ,,Zeitabstinden“ 4 gegen null geht, erhilt man aus dem Differenzenquoti-
enten bekanntlich den Differentialquotienten, d. h.: aus einer Differenzengleichung wird eine Diffe-
rentialgleichung fir die Funktion x=x(z). Differentialgleichungen x'=F(x,t) sind das

~kontinuierliche Analogon* von Differenzengleichungen x, .., - x,=F(x,), weil:

lim Z!C-f*h!—::!t! — Il(t)

h=0 h
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Beispiel:
Zur linearen Differenzengleichung x,; =a x,, +b, also X, - x, =(a-1) x, +b ,gehdrt” die lineare
(inhomogene) Differentialgleichung x '=(a-1) x+b.

In dieser Weise entspricht der arithmetischen Folge als kontinuierliches ,,Gegenstiick® die affin
lineare Funktion, der geometrischen Folge die Exponentialfunktion. (Daher spricht man bei geome-
trischen Folgen auch oft von ,.exponentionellem Wachstum®.)

1. Xyuy =xp+d; Xp x'=d x(t)=dt+ X9
.Vn.).l‘xn = d

= x, = Xptnd

(tan @ =d)
(arithmetische Folgen)
S,
3
2. Xp4] =q Xp
Xy 1~%n = (q-1) X, x'=ax x(t) =% eat
=a I\x
geometrische Folgen)
Xe
(a>0)
4

Weitere Beispiele, wie sie im wesentlichen in der 7. Klasse behandelt werden kénnen, bzw. sollten,
finden sich in [RMHL, 7. KL]:

Die lineare Differenzengleichung: X, =ax, +b,xp .

x;=axpy+b,

2
xy=ax;+b=a(axy+b)+tb=a"xy+ab+b
X3 =ax2+b=a3x0+a2b +ab + b, usw,;

schlieBlich

I—an

-1
xp=a" xgt+tb(l+ a+al+d’+. +d" )= a"x0+b (a#1).

Fir eine allgemeine Diskussion der verschiedenen Werte fiir @ und b siehe [ RMHL, 7. K1, Aufga-
be 793. Dort werden auch graphische Darstellungen genau behandelt und gezeigt, wie man damit
,,arbeiten* kann. Jedenfalls sieht man schon hier, daB im wesentlichen nur die Kenntnis der
Summenformel der geometrischen Reihe eingeht. Das ist also Voraussetzung.
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Eine interessante Fragestellung ist auch die Frage nach allfilliger Monotonie bzw. dem
Wachstumsverhalten der Lésungsfolge < x,>, allgemeiner die Frage nach dem Langzeitver-
halten, d. h.: n— 0.

Fiir die Beantwortung muB man nur die einfachsten ,,Gesetze" der Logarithmusfunktionen kennen,
(s. u.).

Fir die Behandlung des Kapitels Differenzengleichungen in der 7. Klasse spricht
zusammenfassend:

1. Es geht um das Ubersetzen von ,,Alltagsfragen* in die Sprache der Mathematik (um das
Erstellen mathematischer Modelle) und die Lésung der urspriinglichen Frage durch
mathematische Methoden (siehe das Beispiel unten).

2. Sinnvolles Arbeiten mit graphischen Darstellungen

3. Méglicher Computereinsatz in relativ einfacher und wirklich sinnvoller Weise (samt sinnvollem
Graphikeinsatz)

4. Die notwendigen Vorkenntnisse sind minimal und stehen in der 7. Klasse zur Verfiigung
(Summenformel der geometrischen Reihe und Kenntnis elementarer Eigenschaften der
Logarithmusfunktionen).

5. Es wird wirklich ,,moderne Mathematik* betrieben. '

6. Das Kapitel ist kurz behandelbar, gestattet aber reichhaltige Ausbauméglichkeiten (s. [RMHL,
7. K1.]) und 148t sich den jeweiligen Gegebenheiten gut anpassen. Andererseits ist bereits die
~Minimalfassung* héchst sinnvoll und gestattet gute Hausiibungs- und Schularbeitsfragen.
SchlieBlich ist ein Ausbau fiir das Wahipflichtfach méglich und sinnvoll, ebenso eine Fachbe-
reichsarbeit. Das Lehrerheft zu [RMHL, 7. K1.] enthilt Literaturangaben fiir den Schulgebrauch,
und auch sonst (z. B. in den Bibliotheken der Institute fiir Mathematik, bzw. an den Universiti-
ten) steht auch ,,einfache Literatur zur Verfiigung. Der Ausbau kann etwa in [RMHL, 7. Kl.] so
erfolgen:

a) Allgemeiner Einblick und Vorschau

b) Differenzengleichungen 1. Ordnung mit einer Variablen

¢) Komplexere Probleme, Systeme von (zwei) Differenzengleichungen
d) Differenzengleichungen 2. Ordnung mit einer Variablen

e) Rickblick und Ausblick

(jeweils natiirlich mit zahlreichen konkreten Anwendungen).

Anstelle einer weiteren (didaktischen) Diskussion und weil wir ja das ,mathematische AIDS-
Modell* behandeln wollen, sei nur das allererste Einfiihrungsbeispiel aus [RMHL, 7. Kl.] abge-
druckt. Ich glaube, daB dadurch das ,,Flair* des Gebietes und damit die Voraussetzungen fiir den
Hauptteil dieses Aufsatzes erfaBt sind:
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208 * Mathematische Beschreibung dynamischer Systame und Prozesse

6.1 Differenzengleichungen 1. Ordnung mit einer Variablen

1. Lineare Differenzengleichungen 1. Qrdnung

Beim Rauchen wird dem Kérper (dh. dem Blut) eine gewisse Menge des schadlichen Nikotins
zugefligt. Umgekehrt wird durch biochemische Prozesse im Blut Nikotin dort auch wieder ab-

gebaut und vom Karper ausgeschieden. Es handeit sich um ein ,,dynamisches System'"

Im folgenden Beispiel wollen wir zeigen, wie das Anwachsen Fig. 5.5 |
bzw. Sinken des Nikotingehaltes im Blut durch ein mathe- ' -~———|
matisches Modell (eine sogenannte lineare Differenzenglei- | == Nikotin-
chung 1. Ordung) beschrieben werden kann. Dieses Modell Nikotin- O qusscaeidung!
erlaubt dann ebenso Prognasen Uber den kinftigen wie auch zufubr ————

|

Ruckschlisse auf den bisherigen Nikotingehalt im Blut!

Beispiel A: Ein (bestimmter) Raucher fiihrt seinem Blut eine tdgliche Nikotinmenge von 0,02 mg zu.
Andererseits wird tiglich 1% des im Blut varhandenen Nikotins abgebaut. Zu Beginn sei im Blut
kein Nikotingehalt enthalten. : :

a) Berechne den Nikotingehalt am zweiten, dritten, n-ten Tag!

b) Beweise, daB der Nikotingehait im Blut insgesamt steigt (dh.: der Kérper kommt mit dem Abbauen
nicht nach)!

c) 1mg Nikotin im Blut ist ein gefdhrlicher Schwellenwert (da beginnen andere, sehr schidliche
chemische Prozesse). Wird — bei diesem Rauchverhaiten — dieser Wert jemals erreicht oder
sogar Uberstiegen? Wann?

d) Gibt es einen ,,Grenzwert", bei dem ebensoviel abgebaut wie zugefihrt wird?

Ldsung:

a) Sei x, die Nikotinmenge im Blut am n-ten Tag (in Milligramm). Dann |48t sich der Text in folgende
Rekursionsgleichung (mathematisches Modell) Ubersetzen:

Xn + 1 =  099:xq, - + 0,02 wobei x, =0 ()
Nikotingehalt 1% wurde abgebaut, (tdgliche) anfdnglicher
am (n + 1)-ten Tag bleiben 99% van X, Nikotinzufuhr  Nikotingehalt

X1 = O,gg * XQ :— 0,02 = 0,02 .
xp = 0,99 -x, + 0,02 =099 (0,99 %, +0,02) + 0,02 = 0,992 x4 + 0,99-0,02 + 0,02 = 0,04
Xy = 0,99 X + 0,02 = 0,99 (0,99%- x, + 0,99-0,02 + 0,02) + 0,02 =

= 0,99% x, + 0,02- (0,99 + 0,99 + 1) ~ 0,06’ N

x. = 0,99 X + 0,02+ (1 + 0,99 + 0,99 + 0,98 + ... + 0,99""") = 0,98" - x, + 0,02 1T:loo_:9§ =
=0,99" %, +2-(1=0,99") =2—-2:099" (wegenx,= )]
Und das ist also die explizite (Term-)Darstellung von x,. (Vgl. LB 6.Kl. Kap.6.1!)

b) Dax,=0und lim0,99" = 0 und(0,99") monaton fallend ist, ist die Folge (x,) monaton wachsend.
n—-—

) 1<2-2-098" =099 <05 =nIgQI9<Igls = n3> oo

1509 = 68,97

Der Schwellenwert ist ab dem 69. Tag dberschritten.
d) x= lim x,= lim (2-2-0,99" =2, weil lim 0,99" = 0.
n == o n -~ 0 n— P .

Der eigentliche Grund fir die Existenz des Grenzwertes liegt darin, daB x, im wesentlichen durch
eine geometrische Reihe dargestelit wird mit dem Faktor ¢ = 0,99<1. Bein— © entsteht also
eine konvergente geometrische Reihe. Deutung: Wenn ebensoviel abgebaut wie zugetiihrt wird,
gilt X, 4+, = X, dh. X, = 0,99 x, + 0,02, also x, = 2, Der Wert x, =2 wird alterdings nie vallig
erreicht.

' Beachte: 190,99 <0, daher dreht sich bei Oivision durch !g 0.99 das Ungleichheitszeichen um.
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Eine moderne Anwendung des Gebietes aus den letzten Jahren, das auf Martin NOWAK
zuriickgehende mathematische Modell, das die leider im Zentrum der allgemeinen Debatte
stehende Krankheit AIDS besser (und erst , richtig"') verstehen ldft:

Jahrelang war die Frage ungeldst, warum die Zeitspanne zwischen HIV-Infektion und dem Aus-
bruch von AIDS bei verschiedenen Patienten so extrem differiert. Einige der betroffenen Personen
starben bereits wenige Monate nach der Infektion, eine kleinere Anzahl lebt sogar 20 Jahre danach
noch beschwerdefrei. Etwa nach zehn Jahren ist die Hilfte der Infizierten an AIDS erkrankt. Aufler-
dem war unklar, warum dem [mmunsystem meistens nicht - wie bei anderen Viren - das véllige
Ausrotten des HIV Virus gelingt.

Fiir uns hier ist nun die Tatsache interessant, daB eine Erklirung, die Ldsung dieser Frage also, ur-
spriinglich nicht durch medizinische oder molekularbiologiche Untersuchungen erfolgt ist, sondemn
durch ein mathematisches Modell, das 1992 im wesentlichen von M. NOWAK entwickelt wurde,
einem aus Wien kommenden Mathematiker, der auch in Wien studiert hat (bei Prof. Schuster und
Prof. Sigmund, und der heute am Institute of Advanced Studies in Princeton wirkt). In letzter Zeit
ist diese Losung der eben angesprochenen Frage auch durch biologische und medizinische Untersu-
chungen erhirtet. Die urspriingliche ,.Erkenntnis“ - wenn man so will - stammt aber von einem
mathematischen Modell. Und eben darauf will ich kurz eingehen.

Zuerst soll vielleicht das Resultat kursorisch vorweggenommen werden:

Weil ausgerechnet bei dieser Virenart bei der Transkription von Virus-RNA in DNA haufig zufilli-
ge Fehler auftreten, ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine véllig korrekte Ubertragung der Erbinforma-
tion nur etwa 40 %. Damit ist das HIV das genetisch instabilste der bekannten Viren. Manche der
neuen Mutanten werden vom Immunsystem nicht sofort als Erreger erkannt, so da8 sie sich zu-
nichst ungestdrt vermehren kénnen. Gegen jede Virusmutante muB das Immunsystem neue spezi-
elle Abwehrzellen aufbieten, die nur diese Variante bekdmpfen kénnen. Umgekehrt kdnnen aber
alle Viren alle Typen von Abwehrzellen gegen HIV zerstdren oder in ihrer Funktion beeintrichti-
gen. Ubersteigt die Anzahl der verschiedenen Virusvarianten eine gewisse ,,.Schwelle der Vielfalt”
[NOWAK, 1992], [LIPPA, 1997], verliert das Immunsystem die Kontrolle iber die Erreger, und
AIDS bricht aus. D. h. die Anzahl der Virus-Partikel steigt steil an, die der Immunzellen dagegen

nimmt dramatisch ab.

Zusammenfassend entstehen also zufillig immer neue Varianten des Efregers, von denen die einen
mehr, die anderen weniger virulent sind, und die mit verschiedener Wirkung arbeiten.

Und eben deshalb gelingt es dem Immunsystem meistens nicht, das Virus vollstindig auszumerzen.
Auch die groBe Spannweite der Inkubationszeit findet dadurch eine Erklérung, die iber das ur-
spriinglich rein Formale des mathematischen Modells weit hinausgeht.

Man kénnte ja meinen, da mathematische Modelle Vorginge und Situationen bloB beschreiben
kénnen, Erkenntnischarakter im klassischen Sinn wird ihnen oft abgesprochen. Hier aber ist es die
zuerst errechnete und durch Computergrafik dargestellte ,,Schwellenanzahl von Mutanten, die Er-
kenntnis ausgelést hat und danach durch konkrete medizinisch-molekularbiologische Untersuchun-

gen bestitigt werden konnte.
Gehen wir ein wenig ins Detail:

Die molekularbiologischen Vorginge als solche sind sehr komplex! Es geht dabei z. B. darum, da8
die in die Blutbahn eingedrungenen Viren von Makrophagen aufgenommen und in kleinere Ei-
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weismolekiile zerlegt werden. Daf} ferner eines dieser Molekiile in die Oberfliche des Makrophagen
eingebaut wird - man spricht von , Epitopen - , welches die T-Helferzellen beim ,,Andocken* er-
kennen. Die T-Zellen aktivieren wieder B-Lymphozyten, die die Produktion von Antikérper gegen
Viren mit diesem speziellen Epitop stimulieren. Die Antikérper verbinden sich mit den Viren und
machen sie dadurch unschédlich.

Andererseits dienen die von HIV infizierten Zellen zur Vermehrung dieser Viren. Dazu wird die
Virus-RNA in DNA umgeschrieben, in die DNA der Zelle eingebaut und viele Kopien der Virus-
RNA und Virus-Proteine hergestellt.

Die neuen Viren knospen aus der Zelle aus und zerstéren sie dadurch eventuell. Und eben bei die-
sem Kopieren treten die eingangs erwihnten Fehler auf. Das alles weil man heute.

Wir wollen hier aber nicht auf die molekularbiologische Seite eingehen, sondern vielmehr auf die -
sagen wir - epistemologische, d a8 und wie nidmlich mathematische Modelle nicht nur formale,
sondern auch inhaltlich konkrete Fragen behandeln, ja 16sen kénnen, und wie dies insbesondere hier
geschehen ist.

Sehen wir uns zu diesem Zweck - und ebenfalls natiirlich nur kursorisch - die mathematische
Sichtweise an. Wie gehen also Mathematiker an ein derartiges Problem heran?

In [LIPPA, 1997] z. B. schreibt der Autor: ,,Da die Einzelheiten der Auseinandersetzung zwischen
den Viren und den Immunzellen nicht vollstindig durch medizimische Untersuchungen kontrolliert
werden kénnen, wird in [NOWAK, 1992] ein mathematisches Modell beschrieben, das gemiB den
zunidchst nur vermuteten Wechselwirkungen zwischen Viren und Immunzellen konstruiert ist.*

Weil aber nun das Modell die klinisch erwiesene Krankheitsentwicklung korrekt wiedergibt, ist es
plausibel anzunehmen, daf} die Einzelschritte der Immunreaktion auch realiter so ablaufen.

Kernstiick des Modells ist ein System von Differentialgleichungen. Es handelt sich also um ein
kontinuierliches Modell, das sehr komplex ist. Um das Modell zu verstehen, stellen wir nun eine
vereinfachte Version dar, die das Wesentliche ebenso trifft, die aber auf eine Diskretisierung des
NOWAKSschen Modells hinauslduft, m. a. W.: auf Differenzengleichungen. (Siehe z. B. auch
[LIPPA, 1997]!) Als ,Lésungen treten dabei natiirlich rekursiv definierte Folgen auf, die uns hel-
fen, die involvierten Prozesse richtig zu verstehen.

v (1) ... bezeichnet die Anzahl der Viren der Variante i, und zwar j Zeitschritte

nach der Infektion. M. a. W.:

vo(V bezeichnet die Virenanzahl der Variante 7, mit der die Infektion

erfolgt. Und vk( 1) =/, wenn die i-te Virusart nach k Zeitschritten erstmalig auftritt.
n.. sei die Anzahl der aufgetretenen Mutanten.

Wenn nun R die Wachstumsrate der (von ihrer Art zunichst unabhingigen) Viren ist, und wenn -
ebenfalls zunichst vorausgesetzt - die Vermehrung ohne Einwirkung des Immunsystems erfolgt, gilt
natiirlich

vj.*.jm-\g-(l) = R-vj'(i)
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Da die Vermehrung der Viren im Einzelfall zufillig erfolgt, ist der Zuwachs proportional zur vor-
handenen Anzahl (das ist wie bei anderen Wachstumsvorgingen, z. B. beim radioaktiven Zerfall).

Lésung: vk( ) = (1 +R)Ak vo( 1), die geometrische Folge. Das heifit: die Virenanzahl wiirde
exponentiell anwachsen (klar: das unbeschrinkte Wachstum).

Nun wird aber das Wachstum der Viren durch das Immunsystem gebremst.

Sei aj( Y die Anzahl der Immunzellen pro Blutvolumen, die gegen die i-te Virusvariante wirken,
und sei P der Faktor, der die Wirksamkeit dieser Immunzellen beschreibt sowie die Attraktivitit der
dargebotenen Epitope, dann ist die Abnahme der Virenanzahl der i-ten Mutante proportional zu

aj(‘) -V (V). Somit gilt vj~+1(0 -V ()= -p. aj(‘) vj .
Dabel ist 0<P</, sonst wiirde ja eine Immunzelle mehr Viren zerstéren als iberhaupt vorhanden
sind.

Somut gilt - nun neu - die ,,verbesserte* Version der Differenzengleichung:

Vj+1(l)—vj‘(l) = Vj(l) (R-Paj(l))

Uberdies gilt: Je mehr Viren der i-ten Art vorhanden sind, desto mehr Makrophagen tragen das ent-
sprechende Epitop und regen so iiber die T-Helferzellen zur Bildung passender Antikérper an.
Nehmen wir - wieder vorerst - einen linearen Zusammenhang an, und setzen wir den Proportionali-
tdtsfaktor gleich X. Dann also ergibt sich:

aj+1(’)'aj(‘) =K-Vj(’)

Nun werden aber in jeder Zeitspanne A ¢ auch Immunzellen zerstdrt. Wie viele sind das?

Hier nun geht die wesentliche Modellannahme ein, daBl namlich die spezialisierte Abwehrzelle nur
den Virentyp zerstoren kann, auf den sie spezialisiert ist; da} aber umgekehrt alle Virentypen jede
Abwehrzelle téten kénnen. (Und diese im folgenden mathematisch formulierte Annahme bewéhrt
sich spéter, d. h.: das Modell beschreibt den Krankheitsverlauf in praktisch allen Fillen. Somit folgt
ein medizinischer Erkenntnisgewinn.)

Die pro Zeiteinheit zerstérte Anzahl von Abwehrzellen ist also proportional zu a/ Y (klar: je mehr

Zellen da sind, desto mehr werden zerstdrt) und proportional zu vj= v (1), Der Proportionali-
P J J

i=l
tatsfaktor - nennen wir thn U - charakterisiert also die Aggressivitit der Viren; analog zu vorher
muB 0<U</ sein.
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Insgesamt werden also pro Zeitintervall A¢ U-v- aj-(i) viele Abwehrzellen zerstort. (*)
Und insgesamt gilt daher:

aj+1(’)—aj(i) =K-vj(l) - U.yj. aj(i)

Uberdies mul R>P sein und K>U, wenn tberhaupt eine Zunahme der Virenanzahl, bzw. der Ab-
wehrzellen méglich sein soll.

Nun soll ja das Modell Vorhersagen iiber den ,,Schwellenwert™ liefern, wir wollen also - umgekehrt
- beschreiben, wann das Immunsystem a /[ e unterschiedlichen Virentypen unter Kontrolle hilt.
Das driickt sich mathematisch durch die folgenden beiden Bedingungen aus:

(1) Die Folge v; (1) ist ab einem bestimmten Index j monoton fallend.
M.a. W.esistR-P -aj (1) <0 fiir fast alle /.

**)

: M 1
(2) Furallejistv; () < min { — — ),
wo M die Anzahl aller Zellen im betrachteten Blutvolumen ist.

Diese Voraussetzung (2) ist medizinisch sinnvoll, denn wire v ; ) > fiir alle { und alle j, so

n -
n . 1
wire vj = Z vj (V) >E' und das heifit nach (*), daB in jedem Zeitintervall a / [/ e Immunzellen
i=]
zerstort wiirden. Die starke Abnahme der Immunzellen ist aber - neben der starken Zunahme der
Viren - gerade das Zeichen fiir den Ausbruch von AIDS. Es liegt dann also k e in e Beherrschung

der Viren durch das Immunsystem vor!!

.-. Durch Umstellung und Addition der n Ungleichungen kann man dann fir a; : = Z aj (V) mit Mit-

i=l
teln des 1. Studienabschnitts zeigen, daB die Folge < aj> (=1, 2,3, ..), also die Anzahl der Im-
munzellen in bezug auf alle Virusmutationen monoton wdchst und beschrdnke ist; das aber heift
bekanntlich, daB diese Folge konvergent ist. Das aber begriindet den gesuchten Schwellen-
wert!!! (Weiter wichst dann g; nicht mehr!!).

Ferner ergibt sich, da3

Oslimaj_ < z}- ist,

Jj—=> @

aj+1—=aj

und unter der Bedingung — 0 (j — <o) kann man den Grenzwert sogar genau berechnen:

7




. _ K
lzmaj —U
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Und fiir die Anzahl n der Vi-
rusmutanten gilt:

o
™

7o
Q

([LIPPA, 1997]). Und das ist der gesuchte , Schwellenwert®, da wir ja stets damit gerechnet haben,
daB das Immunsystem die Virenvermehrung beherrscht. Wenn n also diese Schranke ibersteigt,
dann bricht AIDS aus (mit all den beschriebenen Kennzeichen). Denn dann verliert gemaB (**) das
Immunsystem die Kontrolle iiber die Viruspopulation. Denn dann sind (1) und (2) nicht mehr er-

fiillt.

1 :
Es ist dann ndmlich v ; > 7 und R - P- aj( 1) > 0 fiir fast alle j und mindestens ein i (d. h.: fiir

mindestens eine Virenart)!!

Und damit liefert das mathematische Modell die Existenz eines Schwellenwertes, und man kann den
sogar angeben, wenn man die Parameter kennt.

Simulieren wir das Modell mit verschiedenen Parametern, z. B. die einigermalfen realistischen

Zahlen R=0,1, P=0,002, K=0,02, U=0,004:
250
200 \ Gesamtzahl der
immunzetlen

1501

Gesamtzahl
100 derViren
50
0

1 201 401 601 B0t 1001 1201 1401 1601 1801

Anzahl der Zeitschritte (200 Schritte entsprechen einem Jahr)

Gesamtzahlen von Viren und Immunzellen bei
insgesamt drei HIV-Mutanten.

* "1000
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/ immunzelien
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300
200

100
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Gesamtzaht
derViren

1201 401 6G1 801 1001 1201 1401 1601 1801
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Gesamtzahlen von Viren und [mmunzellen bei
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0
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Anzahl der Zeitschritte (200 Schritte entsprechen einem Jahr)
Gesamtzahlen von Viren und Immunzellen bei
insgesamt zehn HIV-Mutanten.
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100 /
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Anzahl der Zeitschritte (200 Schritte entsprechen einem Jahr)

Viren und Immunzellen bei insgesamt elf
Mutanten, aber gednderten Parametern:
R=0.03, P=0,001, K=0,015, U=0,00005.
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Diese Computergraphiken ([LIPPA, 1997]) zeigen deutlich, daB das Immunsystem innerhalb eines
halben Jahres mit dem Anfangsvirus fertig wird. Erst durch die spiter entstehenden Mutanten
schwankt die Gesamtanzahl der Viren zwar z. T. relativ stark, bleibt aber solange niedrig, bis die
Anzahl der Varianten zehn ibersteigt. - Dann wichst - wie die dritte Graphik zeigt - die Virenanzahl
plétzlich sehr stark, die der Immunzellenanzahl sinkt dramatisch, und AIDS bricht aus.

Die entscheidende Existenz eines ,,Schwellenwertes* beruht - wie das Modell vorhersagte und wie
¢s sich dann molekularbiologisch richtig erwies - nicht auf der Virenart und -anzahl, sondern ,aur'
auf der ungleichgewichtigen Auseinandersetzung zwischen Viren als Generalisten und Immunzellen
als Spezialisten. Der Ausbruch der Krankheit griindet also nicht in der prinzipiellen Unfihigkeit
(Schwiche) des Immunsystems, mit den Viren fertig zu werden, sondern im »ungerechten* Kampf
zwischen Viren und Immunsystem.

Diese Einsicht erbrachte also das mathematische Modell ohne (urspriinglich) konkrete molekular-
biologische Arbeit. In gewisser Weise mag man ibrigens auch erkennen, warum es so schwierg ist,
eine Impfung bzw. Immunisierung zu bewirken.

Freilich ist das Modell von M. NOWAK (das wir hier sehr vereinfacht haben) viel komplexer. Hier
sollte aber nur die Art der Denkweise vorgefiihrt werden.

Einerseits handelt es sich bei dem Originalmodell um ein kontinuierliches mit Differentialgleichun-
gen, und andererseits haben wir bei unserer Vereinfachung nicht alle medizinischen Tatsachen be-
riicksichtigt. (Das Modell wiirde dann rechnerisch komplizierter, das Wesentliche zeigt aber auch
bereits unsere Vereinfachung.) Ein Beispiel: Es gibt Bereiche im menschlichen Kérper, wohin sich
die Viren ,,zuriickziehen®, um sich dort mehr oder weniger »ungestdrt™ vermehren zu kénnen (z. B.
Milz oder Gehirn). Die Bildung der Immunzellen verlduft nicht iiberall gleich.

Anders gesagt, die Mutationen treten nicht tiberall gleichmaBig im Erbgut auf. All das muB man
natiirlich noch in das Modell einarbeiten. Immer aber gil::

Mathematische Modelle beschreiben zunichst natiirlich nur Situationen und Vorgdnge. Und das
vorerst ,,nur" ganz formal. Dann aber werden sie der ,Realitit" immer besser angepafBt, das heift:
den beobachtbaren Parametern. SchluBendlich werden sie mit den {iblichen mathematischen Metho-
den ,bearbeitet und Ldsungen z. B. hier der Differenzengleichungen berechnet. Diese bringen
dann oftmals echte - d. h.: konkret inhaltliche - Einsichten in dem Sinn, daB sich verschiedene An-
nahmen als zutreffend herausstellen, also mit den Beobachtungen tibereinstimmend. Auch Vorher-
sagen lassen sich treffen, die dann wirklich eintreten. So daB man schlieBlich geneigt ist, von Er-
kenntnissen im klassischen Sinn zu sprechen. o L
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